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Условия и решения задач

9 класс
9.1. Велодорожка состоит из двух участков: сначала идёт асфальто-

вый, а затем песчаный. Петя и Вася стартовали порознь (снача-
ла Петя, а затем Вася), и каждый проехал всю дорожку. Ско-
рость каждого мальчика на каждом из двух участков была по-
стоянной. Оказалось, что они поравнялись в середине асфаль-
тового участка, а также в середине песчаного. Кто из мальчиков
затратил на всю дорожку меньше времени? (И. Богданов)

Ответ. Они затратили поровну времени.
Первое решение. Между двумя моментами встречи каж-

дый мальчик проехал половину асфальтового и половину песча-
ного участков, и они затратили на это поровну времени. Значит,
на всю дорожку каждый из них затратил вдвое больше времени,
то есть тоже поровну.

Второе решение. Нарисуем графики движения мальчиков
по дорожке: на горизонтальной оси отмечаем время t, на верти-
кальной — положение y мальчика, считая от начала дорожки.

P0

P1

P2

V0

V1

V2

t

y

Рис. 1

Пусть P0, P1, P2 — точки, соот-
ветствующие старту Пети, момен-
ту, когда он перешёл с асфальтово-
го участка на песчаный, и его фи-
нишу; пусть V0, V1, V2 — аналогич-
ные точки для Васи. Тогда графи-
ки движения мальчиков — это ло-
маные P0P1P2 и V0V1V2, при этом
отрезки P0V0, P1V1 и P2V2 горизонтальны (см. рис. 1). По
условию, середины отрезков P0P1 и V0V1 совпадают, откуда
P0V0P1V1 — параллелограмм. Аналогично, P1V1P2V2 — парал-
лелограмм. Значит, отрезки P0V0, V1P1 и P2V2 параллельны и
равны. Поэтому между моментами финиша Пети и Васи про-
шло столько же времени, сколько и между моментами их стар-
та; отсюда и следует ответ.

Комментарий. Только ответ — 0 баллов.

5



XLIX Всероссийская математическая олимпиада школьников

Только ответ, подтверждённый вычислениями в каких-то
конкретных частных случаях— 1 балл.

9.2. Дан бумажный треугольник, длины сторон которого равны 5 см,
12 см и 13 см. Можно ли разрезать его на несколько (больше од-
ного) многоугольников, у каждого из которых площадь (изме-
ренная в см2) численно равна периметру (измеренному в см)?

(Д. Храмцов)
Ответ. Нельзя.
Решение. Многоугольник, у которого площадь (измерен-

ная в см2) численно равна периметру (измеренному в см), на-
зовём хорошим.

Заметим, что исходный треугольник— хороший: он прямо-
угольный с катетами 5 см и 12 см, поэтому его площадь рав-
на 30 см2 и численно совпадает с его периметром, равным
5 + 12 + 13 = 30 см.

Если какой-то многоугольник Π разбит на хорошие много-
угольники, то площадь Π, равная сумме площадей всех мно-
гоугольников разбиения, совпала бы численно с суммой пери-
метров многоугольников разбиения. Но сумма этих периметров
больше периметра Π (на удвоенную сумму длин общих частей
границ многоугольников разбиения). Получаем, что площадь Π
больше его периметра.

Значит, никакой хороший многоугольник, в том числе дан-
ный треугольник, нельзя разрезать на несколько (больше одно-
го) хороших многоугольников.

Комментарий. Только замечено, что исходный треуголь-
ник хороший— 1 балл.

Показано только, что хороший многоугольник не разбива-
ется на хорошие — 5 баллов.

9.3. Дано натуральное число n. На клетчатой доске 2n× 2n расста-
вили 2n ладей так, что никакие две не стоят в одной горизонта-
ли или одной вертикали. После этого доску разрезали по лини-
ям сетки на две связных части, симметричных друг другу от-
носительно центра доски. Какое наибольшее количество ладей
могло оказаться в одной из частей? (Клетчатая фигура называ-
ется связной, если по этой фигуре от любой её клетки можно
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добраться до любой другой, переходя каждый раз в соседнюю
по стороне клетку.) (Д. Храмцов)

Ответ. 2n− 1.
Решение. Заметим, что в каждой вертикали и каждой го-

ризонтали стоит ровно по одной ладье.
Покажем сначала, что все 2n ладей не могли попасть в одну

часть. Пусть A, B, C, D — угловые клетки доски (в порядке
обхода против часовой стрелки, см. рис. 2). Из симметрии, A
и C должны принадлежать разным частям, как и B и D. Это
значит, что либо A и B, либо A и D лежат в одной части, а
остальные две клетки — в другой.

Пусть для определённости A и B лежат в части I. Тогда все
граничные клетки между ними также должны лежать в части I;
действительно, если какая-то такая клетка X лежит в части II,
то в ней же лежит какой-то путь из X в C, а в части I лежит
какой-то путь из A в B; но эти пути должны иметь общую клет-
ку, что невозможно.
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Рис. 2

Значит, вся горизонталь между
клетками A и B лежит в части I,
то есть в ней должна быть хотя бы
одна ладья. Аналогично, в части II
тоже есть целая горизонталь (меж-
ду C и D), а значит, есть ладья. От-
сюда и следует требуемое.

Осталось привести пример, ко-
гда в одной из частей расположено
2n − 1 ладей. Один из возможных
примеров устроен так. Рассмотрим диагональ квадрата; в од-
ну часть попадут клетки ниже неё, а также нижняя половина
самой диагонали; остальные клетки попадут во вторую часть.
Расставим 2n − 1 ладью в клетки непосредственно под диаго-
налью; тогда они окажутся в одной части. Оставшуюся ладью
поставим в пересечение оставшихся строки и столбца. На рис. 2
указан такой пример при n = 5.

Замечание. Ключевым соображением в оценке является
следующее: Если на границе выбраны четыре клетки P , Q, R,
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S, обозначенные в порядке обхода, то любой путь между P и
R имеет общую клетку с любым путём между Q и S.

С использованием этого утверждения оценку можно прове-
сти по-разному. Например, из симметрии, есть 4n граничных от-
резков доски, принадлежащих одной части, и 4n принадлежа-
щих другой. Из соображения выше, каждые 4n отрезков обра-
зуют группу подряд идущих; значит, среди них есть все отрезки
какой-то стороны, и мы опять получаем, что в каждой части
есть одна из граничных линий (вертикаль или горизонталь).

Комментарий. Только ответ — 0 баллов.
Только пример, когда 2n − 1 ладья находятся в одной ча-

сти — 2 балла.
Только оценка, доказывающая, что 2n ладей в одной части

быть не может— 5 баллов.
Соображение, выделенное курсивом в комментарии выше,

принимается без доказательства.
9.4. Даны натуральные числа a, b и c. Ни одно из них не кратно

другому. Известно, что число abc+ 1 делится на ab− b+ 1. До-
кажите, что c > b. (М. Антипов)

Первое решение. Предположим противное: пусть b > c+1.
Из делимости abc+ 1 на ab− b+ 1 следует, что число b(ac− a+
+1) = (abc+1)−(ab−b+1) кратно ab−b+1. Поскольку числа b
и ab−b+1 = b(a−1)+1 взаимно просты, получаем, что ac−a+1
делится на ab − b + 1. Ясно, что ac − a + 1 > 0, поэтому либо
ac− a+ 1 = ab− b+ 1, либо ac− a+ 1 > 2(ab− b+ 1).

В первом случае получаем b = a(b−c+1) и, значит, b делится
на a, что невозможно по условию. Во втором случае имеем

ac− a > 2b(a− 1) + 1 > 2b(a− 1) > 2c(a− 1),

то есть ac < 2c − a < 2c. Это значит, что a < 2, то есть a = 1;
но это также невозможно по условию, ибо тогда снова b делится
на a.

Второе решение. Опять же предположим противное. По-
скольку abc+ 1 делится на ab− b+ 1, то и bc− c+ 1 = (abc+ 1)−
−c(ab−b+1) тоже кратно ab−b+1, то есть bc−c+1 = k(ab−b+1)
при некотором натуральном k. Иначе говоря,
0 = (bc− c+ 1)− k(ab− b+ 1) = b(c− ka+ k)− (k + c− 1). (∗)
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Значит, k + c− 1 делится на b.
По нашему предположению, c < b. С другой стороны, по-

скольку a > 1 (иначе b делится на a), имеем
bc− c+ 1 = c(b− 1) + 1 < b2 < b(b+ 1) 6 b(b(a− 1) + 1),

откуда k < b. Значит, 0 < k + c− 1 < 2b, и потому k + c− 1 = b.
Теперь (∗) переписывается в виде 0 = b(c − ka + k) − b, то

есть c − ka + k − 1 = 0. Но тогда ka = k + c − 1 = b, то есть b
делится на a. Это невозможно.

Комментарий. Доказано, что ac−a+1 или bc−c+1 делится
на ab− b+ 1 — 2 балла.

9.5. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность γ. Оказалось,
что окружности, построенные на отрезках AB и CD как на диа-
метрах, касаются друг друга внешним образом в точке S. Пусть
точки M и N — середины отрезков AB и CD соответственно.
Докажите, что перпендикуляр ` к прямой MN , восставленный
в точке M , пересекает прямую CS в точке, лежащей на γ.

(И. Почепцов, Д. Бродский)
Решение. Обозначим окружности с диаметрами AB и CD

через ω1 и ω2 соответственно. Заметим, что точка S лежит на
отрезке MN .

Пусть прямые CS и DS пересекают ` в точках P и Q со-
ответственно (см. рис. 3). Поскольку CD — диаметр ω2, имеем
∠PSQ = ∠CSD = 90◦. В прямоугольном треугольнике PSQ от-
резок SM — высота, поэтому ∠MSP = 90◦−∠SPM = ∠SQP . С
другой стороны, посколькуNS = NC, имеем ∠SCD = ∠CSN =
= ∠MSP . Итак, ∠SCD = ∠MSP = ∠SQP , то есть точки P , Q,
C и D лежат на одной окружности γ′.

Пусть теперь прямая MC пересекает окружности γ и γ′ в
точках X и X ′ соответственно (точка M лежит на отрезках
CX и CX ′). Тогда MC · MX = MA · MB = MS2, посколь-
ку M —центр окружности ω1. С другой стороны, MC ·MX ′ =
= MP · MQ = MS2; последнее равенство опять же вытекает
из того, что SM — высота в прямоугольном треугольнике PSQ.
Значит, MC ·MX = MS2 = MC ·MX ′, то есть X = X ′. Но
точка X отлична от C и D, так как M не лежит на CD; значит,
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окружности γ и γ′ имеют три общих точки C, D, X, то есть они
совпадают. Поэтому P лежит на γ, что и требовалось доказать.
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Рис. 3 Рис. 4
Замечание 1. Решение можно было бы завершить мно-

гими разными способами. Например, равенства MP · MQ =
= MS2 = MA ·MB означают, что точки P , Q, A и B лежат
на одной окружности δ. Тогда либо окружности γ, γ′ и δ совпа-
дают, либо это три разных окружности. Во втором случае ради-
кальные оси этих трёх окружностей должны пересекаться в од-
ной точке или быть параллельными; но эти радикальные оси —
это прямые PQ, AB и CD, и для них эти утверждения неверны.

Рассуждение выше имеет недостаток: оно не проходит в слу-
чае, когда точки P , Q, A и B лежат на одной прямой. Этот слу-
чай легко разобрать отдельно (тогда MN проходит через центр
окружности γ, AB ‖ CD и AC ⊥ BD).

Замечание 2. Существуют и другие решения, идейно схо-
жие с приведённым выше. Например, можно рассуждать так.

Пусть лучи CS и DS пересекают γ повторно в точках P ′

и Q′ (см. рис. 4). Пусть M ′ = P ′Q′ ∩ MN . Тогда ∠DQ′P ′ =
= ∠DCS = ∠CSN = ∠M ′SP ′, откуда MN ⊥ P ′Q′. Тогда SM ′

— высота в прямоугольном треугольнике, иM ′P ′ ·M ′Q′ = M ′S2.
С другой стороны, если прямая MN пересекает γ в точках K и
L, то M ′K ·M ′L = M ′P ′ ·M ′Q′ = M ′S2. Однако, как нетрудно
проверить, на отрезке KL есть только две точки X такие, что
XK ·XL = XS2, и это точки X = M и X = N . Значит,M ′ = M ,
что и требовалось доказать.
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Комментарий. В целом верное решение не проходит
для вырожденных случаев (как указано, например, в Замеча-
нии 1) — снимается 1 балл.
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